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RESUMO

O presente artigo tem como objetivo a exposigcdo da importancia do uso de equacgdes diferenciais na
modelagem de problemas da engenharia, mais especificamente, na area da transferéncia de calor
por condugdo em corpos unidimensionais, sob regime transiente. O dominio de técnicas ligadas as
Equacbes Diferenciais é importante para diversas andlises fisicas-matematicas, o que a torna-as
imprescindiveis para um estudante de engenharia de forma geral. Em uma primeira etapa é tratada
unicamente as ferramentas para resolucdo das Equacfes Diferenciais que serdo necessarias para a
modelagem do problema em questdo. Ja o foco da segunda etapa € desenvolver a modelagem do
problema, saindo do principio da conservacdo de energia até chegar a equacdo geral da
transferéncia de calor. A partir disso, € chegada a terceira etapa, em que aplica-se na equacao geral
todas as hipéteses simplificadoras, adaptando a equacédo geral no problema a ser estudado, e, feito
isso, resolve-se o problema proposto, a saber, uma barra com extremidades isoladas ou
extremidades com temperatura zero.
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ABSTRACT

This article aims to show the importance of the use of differential equations to model engineering
problems, specifically in the area of heat transfer by conduction in one-dimensional bodies, under
transient. The domain techniques related to Differential Equations is important for all physical-
mathematical analysis, which is essential for an engineering student, whatever it may be. In the first
stage it is only treated the tools to solve the differential equations that will be needed for the modeling
of the problem in question. But the focus of the second step is to develop the modeling of the problem,
leaving the principle of conservation of energy to get the general equation of heat transfer. From this, it
is now the third stage, which applies to the general equation all the simplifying assumptions, adapting
the general equation in the problem to be studied, and done it, solves the proposed problem, to know,
one with bar isolated edges or ends with zero temperature.

Keywords: Heat. Conduction. Differential. Equations. Transient. Regime.

INTRODUCAO

Uma andlise na matriz da engenharia mecanica permite identificar ao menos trés macro
areas de pesquisa bem evidentes, formando um tringulo singular. S&o elas: as areas de
termo fluidos, mecénica dos soélidos e ciéncia dos materiais. O braco de termo fluidos, por
sua vez, € composto por trés ciéncias elementares: transferéncia de calor e massa,
termodindmica e mecénica dos fluidos.

A transferéncia de calor tem seu alicerce no dominio dos mecanismos fisicos de troca de
calor, podendo haver fenbmenos térmicos condutivos, convectivos e radiativos. Cada um
desses mecanismos tem sua modelagem algébrica especifica e sua correspondente

equacdo de taxa (DEWITT; INCROPERA, 2014).
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No ambito dos fenbmenos de interesse para a engenharia, aqueles com base térmica
puramente condutiva merecem grande destaque pelo grande leque possivel de aplicacdes
praticas, dentre elas o problema de isolamento térmico, superficies estendidas e difusao de
calor em sdlidos de forma geral, que acabam se fazendo muito presentes no cotidiano e
area industrial. Tais fenbmenos de forma geral séo regidos e modelados por pela Equacgéo
de Fourier-Biot, cuja potencialidade de modelagem se estende a qualquer problema
puramente condutivo, destacando-se entre eles os problemas de conducdo de calor em
regime transiente, uma vez que a mudanca nos parametros no tempo n&o pode ser
desprezada em diversos fenbmenos fisicos, e por consequéncia, também devem ser
contabilizadas nos modelos matematicos com intuito de representa-los (KREITH, 2012).

As equacdes diferenciais sdo ferramentas versateis e eficazes na traducao de fendmenos
fisicos para linguagem matematica, tornando possivel modelar e solucionar problemas em
diversos campos de estudo como fisica, matematica, engenharia e estatistica. Todo
engenheiro deve adquirir dominio sobre estas equagdes durante seu periodo de formacéao,
pois, compreendé-las é fundamental para um exercicio competente da profissao, seja como
no ambito industrial ou académico.

TECNICAS ELEMENTARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

O estudo do problema de calor difusivo unidimensional em regime transiente exige o
conhecimento de algumas técnicas e fundamentos ancorados em calculo diferencial. Dentre
elas destacam-se solucdes de equacdes diferenciais de primeira e segunda ordem
homogéneas, série de Fourier e por fim métodos de separagcdo de variaveis o intuito de
solucionar a equacéao diferencial parcial que modela o fenbmeno em questéo.

FATOR INTEGRANTE

Um dos métodos mais conhecidos e difundidos para a solucdo de equagfes diferenciais de
primeira ordem é o chamado fator integrante. Tal método consiste primeiramente em
multiplicar toda a EDO por uma fung¢do da variavel independente da equacdo (BOYCE;
DIPRIMA, 2014). Apresenta-se abaixo uma equacado diferencial homogénea de primeira
ordem em uma forma geral.

dy 1
2 oGy = 9 @
Ao multiplicar a equacgéo 1 por uma funcaou(x), tem-se:
dy _ (2)
G =+ Py = nx)g(x)
Invocando a regra do produto é possivel escrever:
d dy | du(x) )
2 MOyl = nC) =+ y ——
A menos de uma subtracdo simples a equacdo 3 pode ser reescrita como:
dy d dy(x) (4)
e - = eyl —y——
Substituindo a expressao 4 na equacao 2 gera-se:
d du(x) 5
I HEY] =y ==+ u(p()y = ulx)g(x) ©)
Propondo-se uma forma geral do fator integrante como:
u(e) = el p®at (6)

E substituindo a proposta da equacgéo 6 na equacgdo 5, € facil observar que:
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d
uGy] = wg ) )

Integrando-se a equacéo 7, tem-se:

y(x) = ﬁ [ seoncoax + c| ()

EQUACAO CARACTERISTICA E FORMULA DE EULER
Dentre outros fenbmenos fisicos de grande importancia na engenharia, os problemas de
transferéncia de calor envolvem em sua quase totalidade casos descritos direta ou
indiretamente por equacdes ordinarias de segunda ordem. Tais equacgbOes podem ser
escritas em sua forma mais geral como:
d*y dy
A(x)w + B(x) Tx +C(x)y =D(x)
A equacdo acima representa a estrutura de uma equacao diferencial de segunda ordem
nao-homogénea com coeficientes variaveis, o que configura seu modelo mais abrangente. A
solucdo de um caso como esse deve ser composto por uma solucdo que atenda a versao
homogénea da equagéo 9 superposta com outra solugdo que atenda somente a parte ndo-
homogénea representada pela fungdo D(x). A forma da solucdo geral pode ser expressa

por:

9)

y = yH + yP (10)
Em relacdo a homogeneidade, a equacao 9 pode ser considerada homogénea quando o
termo D(x) for nulo. JA em relagdo aos coeficientes divide-se as equacfes em tipos de
coeficientes constantes ou coeficientes variaveis, sendo as primeiras de mais facil solugéo.
Para uma equacdo homogénea de coeficientes constante temos a seguinte estrutura, em
quea, b e ¢ sdo constantes.

d’y dy (11)
aw-l' ba-l' cy = 0

Suponha que uma fungéo do formato y=e™uma boa proposta de solugdo para a equagéo 11.
Substituindo a proposta na mesma, tem-se:

ar?e™ + bre™ + ce™ =0 (12)

Rearranjando a equagéo acima e evidenciando o termo exponencial, pode-se apresentar:
e™(ar?+br+c)=0 (13)

Uma inspecdo simples na equagdo 13 mostra que a obediéncia da igualdade depende da
nulidade do termo entre parénteses, uma vez que, uma funcdo exponencial ndo pode
assumir valor nulo. Dessa forma tem-se que:

ar?+br+c=0 (14)

A equacdo 14 é denotada equacdo caracteristica, cuja principal utilidade é determinar o
formato da solucao geral da equacéao diferencial ordinaria. Essa prerrogativa é feita através
do calculo do discriminante (A) como mostrado a seguir para trés casos.

Caso I: A>0
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Um resultado com discriminante positivo indica que a equacédo caracteristica 14 tera duas
raizes reais e distintas. Dessa forma, a solucdo da EDO homogénea associada pode ser
escrita como:

y =ce"* 4+ ce™* (15)

Caso II: A=0
Analogamente um resultado nulo do discriminante indica que a equacéo 14 tera uma raiz
Unica. Dessa forma a solugdo da EDO homogénea associada pode ser escrita como:

y =ce™ + cyxe™ (16)

Caso lll: A<O
Por fim um resultado negativo para o discriminante indica que a equacao 14 tera duas raizes
complexas. Dessa forma a solucdo da EDO homogénea associada pode ser escrita como:

y = Cle(a+ﬁi)x + sze(a+,8i)x a7

Evidenciando o exponencial formado pela parte real da raiz caracteristica, tem-se:
y = e%(c,eP™* + c,xe Pix) (18)

Por sua vez, as exponenciais de numeros complexos presentes na equacao 18 podem ser
melhor trabalhadas com a férmula de Euler mostrada a seguir.
eP* = jsen(Bx) + cos(Bx) (19)

O uso da férmula de Euler na equacao 18 permite a escrita da seguinte solugcéo geral para o
caso com raizes complexas.
y = e*(Csen(fx) + D cos(Bx)) (20)

Tais técnicas e desenvolvimentos mostrados a priori permitem o entendimento e
compreensdo matematica da modelagem aplicada a flambagem de barras com varias
condi¢cBes de contorno distintas.

SERIE DE FOURIER

Funcbes periddicas se caracterizam pela repeticdo continua de valores dentro de um
determinado intervalo na variavel dependente, como pode ser observado na equagéo 21 a
seguir.

fx+p)=f(Xx) (21)

Nota-se a estrutura simples de uma fungéo periddica do periodo p, na qual por conceito o
valor da funcéo volta a se confirmar a cada ciclo.

Em engenharia, matematica e fisica, pode-se observar a ocorréncia frequente de fenébmenos
periédicos, como o0 processo de combustdo dentro do pistdo de um motor, as vibracdes
associadas as pecas mdéveis em uma maquina, dentre outras aplicacdes pertinentes. Nesse
contexto, foi proposta e desenvolvida pelo fisico e matemético Jean Baptiste Joseph Fourier
a formulacdo de uma série infinita capaz de representar fungdes periddicas através de uma
soma de termos harmonicos.

A estrutura algébrica da série de Fourier pode ser apreciada na equagao 22 a seguir.
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: nix nmwx (22)
f(x) =ay+ Z(an cos—— + b, senT)
n=1

Os coeficientes da série sdo dados pelas formulas de Euler elencadas abaixo, cuja prova
matematica baseia-se no conceito de ortogonalidade de funcdes (KREYSZIG, 2009).

ag = %fif(x)dx 23)

L
a, = %f f(x) cos?dx (24)
2 (25)

5 1 fL 00 nnxd
= - X)sen—-—ax
L), L

A representacdo de uma funcdo dotada de periodicidade através de uma série infinita pode
constituir um conceito um tanto abstrato de se visualizar. Dessa forma, uma representagéo

gréfica facilita o entendimento do conceito de aproximacao proposto pela série.

Figura 1: Interpretacéo grafica da série de Fourier

>

Fonte: Kreyszig, 2009, p. 04.

Observando a figura 1 é possivel observar as sucessivas melhorias no ajuste dos termos da
série em relagdo a funcdo que se deseja representar. Esse fato elucida a convergéncia da
série, que com infinitos termos, teoricamente, representaria a funcdo numa sobreposicéo
perfeita.

Método da separagdo de variaveis (MSV)

Uma grande parte dos fendmenos fisicos de relevancia para a engenharia, tais como
problemas de transferéncia de calor, elasticidade, vibragbes mecénicas, eletricidade,
mecanica dos fluidos, dentre outros, sdo modelados através de equacfes diferenciais. Tais
equacdes com niveis de complexidade varidveis podem ser classificadas da forma mais
geral como ordinarias (EDO) ou parciais (EDP). A classificacdo é feita com base nos
parametros dos quais depende a fungdo a ser determinada pela equacéo diferencial.
Funcbes que dependam de um sO parametro sao classificadas como EDO, enquanto
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funcdes com dependéncia de mais de uma variavel sdo enquadradas como EDP
(KREYSZIG, 2009) (CENGEL, 2014).

Alguns exemplos de fendmenos modelados por equagdes diferenciais ordinérias sao
representados abaixo.

dy  q() (26a)
dx* g1 Deflexdo de Vigas
d?*x Segunda Lei de Newton (26b)
F.=m—
dt?
d? d Vibracoes Mecanicas Forcadas 26¢C
md—tz}+cd—}t/+ky=r(t) ¢ ¢ (26¢)

De forma andloga pode-se apresentar alguns exemplos de problemas cuja modelo
matematico exige uma representacao por EDP. Seguem alguns desses casos.

L 49 _ o Equagdo da Continuidad Fluid 27
ox oyt T guacao da Continuidade para Fluidos (27a)
0°u  0%u Equacéo de Poisson Bidimensional (27b)
TStz =(Y)
dx?%  Jdy
0%u o, 0%?u Equacéo da Onda Unidimensional (27¢)
9tz ax?

Por natureza a solucdo de equagdes diferenciais parciais € mais complexa em detrimento as
diferenciais ordinérias. Visto isso sera apresentada em seguida um método especifico para
a manipulacao desse grupo tao versatil de equacoes.

O método de separacdo de variaveis consiste basicamente na proposta de uma solucéo
formada por um produto de funcdes das variaveis independentes do problema. Em outras
palavras, se um determinado campo potencial depende de dois parametros, é possivel
considerar que uma solucao viavel da EDP seja um produto entre uma funcao exclusiva do
primeiro parametro e outra fungéo exclusiva do segundo.

Para melhor contextualizar o método, considere que um determinado fendmeno de
interesse, como € o caso da vibracdo de uma onda em uma corda tensionada, possa ser
expressa matematicamente pela equacido 27c. E de facil observacdo que a variavel primal
u=u(x,t) varia de acordo com uma coordenada espacial e com o tempo.

A expressao algébrica que traduz a ideia central do método de separacdo de variaveis é
trazida pela seguinte proposta de solugdo mostrada a seguir.

u(x, t) = F(x)I(t) (28)

O método de separacdo de variaveis inicia-se com a introducdo da proposta de solucéo
apresentada na equagéo 28 de volta na equacdo de governo, exposta na equacgdo 27c.
Dessa forma tem-se:

FI'=c2F"I (29)

Note que as derivada temporais sdo simbolizadas por pontos acima da variavel diferenciada
enquanto as derivadas espaciais sdo simbolizadas de forma sintética com aspas.
Manipulando a equacéo 29 de forma a de fato separar as variaveis, podemos reescrevé-la
no seguinte formato.
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I F" (30)

Considerando que a equacédo 30 é formada por quantidades constantes de ambos os lados
€ possivel propor a igualdade a seguir, em que k representa uma constante arbitraria.

I F" (31)

A equacdo 31 divide-se dando origem a duas equacdes diferenciais ordinarias expressas
pelas equacdes 32 e 33.
[—c?kl=0 (32)
F'—kF =0 (33)

O valor da constante k pode ser determinado como positivo, negativo ou nulo, a depender
das condic¢des de contorno do problema fazendo alguns testes légicos. Nesse problema, em
especifico, pode-se provar sem demais complicagdes que a constante deve ser negativa.
Assim, adota-se uma formulagéo quadrada k=-p? para facilitar nos calculos posteriores.
Substituindo a constante negativa nas equagdes 32 e 33, chega-se a:

[+c?p?I=0 (34)
F" + p2F = 0 (35)

Com técnicas simples de resolucéo de equacfes ordinarias de segunda ordem € possivel
constatar que a solugdo geral das equacdes 34 e 35 sdo dadas respectivamente pelas
seguintes expressoes.
E,(x) = A, cos(px) + B,sen(px) (36)
G, (x) = C, cos(A,t) + Dpsen(A,t) (37)

Substituindo as equacbes 36 e 37 na equacdo 28, obtém-se a expressdo para a solucao
geral da EDP.
u(x,t) = (A, cos(px) + Bysen(px))( C,, cos(A,t) + Dysen(A,t)) (38)

De forma a sintetizar didaticamente o método de separacdo de variaveis, tragamos a seguir
um algoritmo do método:

I.  Aplica-se a substituicdo u(x,t)=F(x)G(t) a EDP em analise;

Il.  Separa-se as variaveis em lados diferentes da equacao;
lll.  Presume-se que as fungdes s@o constantes, tornando possivel gerar duas EDO's;
IV.  Solucionam-se as EDO's;

V.  Substituem-se as soluc¢des gerais na férmula de separacao de variaveis.

DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

No ambito da transferéncia de calor os problemas puramente condutivos assumem o papel
de protagonizar efeitos fisicos em diversas aplicacdes praticas na engenharia. Desse fato
surge a necessidade por parte dos engenheiros mecanicos, em principal, de apresentarem
autoridade sobre a modelagem e conceito de fendmenos como esses, seja para uso em
pesquisa cientifica ou uso em aplicacdes praticas industriais.
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De forma a representar esse conjunto de problemas condutivos de maneira generalizada o
principio de conservacdo de energia € invocado, com vistas na deducdo de um modelo
matematico centrado em uma equacdao diferencial parcial de uso versatil.

Para tanto, inicia-se com um balanco de energia em um material arbitrario, no qual ha um
campo tridimensional de temperatura e pode haver geracdo e acumulacdo de energia
térmica. Considera-se um volume de controle (VC) infinitesimal do material ilustrado na
figura 2, computando em todas as suas faces os fluxos energéticos de entrada e saida, tal
como quantidades geradas ou acumulados no VC (DEWITT; INCROPERA, 2014).

Figura 2: Volume de Controle Infinitesimal de Analise

z4d=
A
I

Hy+dy

dz

— (o t-da

EQ
q T -

—_— E(mu.

/ Q’y d.U
I—/(f;'z' —‘

(=

Fonte: Elaborado pelo autor

Os fluxos de calor condutivos de entrada qy, q,€ q, seguem a equagao de taxa dada pela
Lei de Fourier e posta abaixo de forma escalar como componente do fluxo em uma direcéo
arbitréria.

oT (39)

qn = _kn%

Uma vez que, a energia pode ser gerada e acumulada dentro do elemento de andlise, os
fluxos de saida s&o de forma geral diferentes dos de entrada, podendo ser modelados por
uma expansdo em série de Taylor em primeira ordem como mostrado nas expressodes 40,
41 e 42.

dq (40)
qy +dx = qx+57_dex

qy (41)
qy +dy = qy +Wdy

0 42
qz+dz=qz+£dz (42)

Além dos fluxos de entrada e saida a energia gerada e acumulada dentro do volume do
controle também devem ser modelados matematicamente de acordo. Segue abaixo sua
estrutura.

Eger = qdxdydz (43)

oT (44)
E, cu = pCp ETA dxdydz

Dado que todos os termos do esquema da figura 2 estdo devidamente expressados em sua
forma correta é possivel escrever a ideia do balango de energia térmica que tem seu
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fundamento na primeira lei da termodindmica. O balanco térmico no volume de controle é
mostrado abaixo.

Eent = Esqi + Eger = Eacu (45)

Substituindo as equacdes 40, 41, 42, 43, 44 na conservacdo de energia dada pela
expressao 45, tem-se em dois passos:

oT (46)
dx + ay + 4z — (Qerax + Qyray + zvaz) + qdxdydz = pep— o, dxdydz

0q, 6qy dq, aT 47)
- %6 dy —Jy — Fp ——0z + q0x0ydz = pcpa—dxdydz

Usando como base o conceito de equacgéo de taxa condutivo da expressao 39 as derivadas

dos fluxos da equacédo 47 podem ser feitas com facilidade e facilmente chegamos a:

[6 (k 6T> N 0 (k 6T>+ 0 (k GT)] N oT (48)
ax\Fax) Tay\Fay) T\ )| TIT PP,

A equagdo acima é chamada Equacdo Geral da Difusdo Térmica ou ainda Equacdo de
Fourier-Biot. Sua importancia reside no fato da potencialidade de computar numa escrita
diferencial a modelagem matematica de qualquer problema puramente convectivo
generalizado, o que da ao engenheiro uma ferramenta fantastica como ponto de partida
para a solucdo de problemas condutivos simples e complexos, pois, induz um pensamento
que converge do geral ao caso especifico.

Para melhorar um pouco a analise geral da Equacdo de Fourier-Biot vamos adotar a
hip6tese de que o meio em que o calor se propaga € isotropico, ou seja, apresenta as
mesmas propriedades mecéanicas e termo fisicas e todas as trés dire¢fes ordenadas. Dessa
forma a equacéo 48 fica simplificada nos moldes da 49, mostrada abaixo.

62T 62T 0°T L4 10T (49)
dx? ay2 0z% k T Bot
O termo B é a difusividade térmica do meio, e pode ser definida por:
gt (50)
pcp
Uma analise rapida na equacao 49 revela sua real complexidade de solugdo. Cada uma de
suas derivadas parciais espaciais do lado esquerdo da equacdo necessita de duas
condi¢Bes de contorno para ser solucionada e o conhecimento de uma condic¢ao inicial do
campo de temperatura também é necessario para atender a derivada temporal do lado
direito da equacéo.

MODELAGEM NA ENGENHARIA

No contexto amplo dos problemas condutivos englobados pela equacdo geral 48 estamos
aqui particularmente interessados nos problemas de conduc¢édo unidimensional em regime
transiente. Portanto, agora a amplitude da andlise é restrita assim como sua complexidade.
Faz-se isso através das hipoOteses simplificadoras abaixo, de forma a adequar nossa
modelagem ao problema foco.

l. Conducéo unidimensional;

II.  Conducédo sem geracgdo interna de calor;
M. Regime Transiente;
IV.  Material Isotropico;
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V.
Aplicando as hipoteses simplificadoras listadas acima na equacdo 48 é possivel chegar a
uma equacéo de governo de seguinte formato.
Com isso a equacéo (18) adquire a forma
ou _0d%*u (51)
at " ox?

Para facilitar os calculos, substituiremos a constante de difusividade térmica que acompanha
a derivada em relac&o ao espaco por o«?2. A substituicdo sera feita para uma Gnica constante
gquadrada para facilitar os calculos que seréo realizados. Com isso a equac¢do 51 adquire a
forma abaixo.

ou 0% (52)

> oaxz
A equacdo 52 trata-se de uma EDP, pois a funcdo potencial $u$ depende de duas variaveis,
posicdo e tempo (X, t). Essa equagéo exige trés condi¢des, duas condi¢cdes de contorno, ou
seja, o estado em que se encontra as pontas do corpo de estudo, e uma condic¢éo inicial, ou
seja, o estado inicial de todo o corpo.
O Método de Separacdo de Variaveis tem como primeiro passo de sua implementacdo a
proposi¢do de uma solugdo para a equacao de governo 51 que dependa apenas de fungdes
de uma variavel, correlatas as coordenadas espaciais x e y em funcdo das quais o campo
potencial u(x,t) deve ser encontrado.

Un(x,t) = F(x)G(t) (53)
Substituindo a proposta dada pela equagéo 54 na equagéo de governo 52, temos:
G F" (54)
«2G F

Por inspecao é possivel provar que a equacao 54 pode ser igualada a uma constante que
deve ser necessariamente negativa, dessa forma, pode escrever:

G F" ) (55)
= — = —p
x:2G F
Separando a equacgédo 55 em duas equacgdes ordindrias, tem-se:
F'—p?F=0 (56)
G—a’p?*6G=0 (57)
A solucdo geral da equacédo 56 pode ser escrita como:
E,(x) = ¢; cos(px) + c, sen(px) (58)

Para maior sintetizacéo, assumindo-se quel? = a?p?, a solucdo geral da equacdo 57 pode
ser apresentada por:

Go(t) = cze™ it (59)
Retornando as solugBes gerais de cada EDO dadas pelas equacfes 58 e 59 na proposta
original de solucdo e somando-se infinitas solugbes, temos uma expressao algébrica geral
independente das condi¢des de contorno e iniciais do problema dada por:

u(x, t) = Z up(x,t) = {Z c1 senpx + c, cospx {C3e"1721t} (60)
n=1 n=1

A posteriori serd@o resolvidos dois casos com diferentes condigbes de contorno e com uma
funcdo de condicéo inicial genérica de forma a determinar as constantes e conhecer o
campo transiente do campo potencial u na barra.

Caso I: Extremidades com temperatura zero
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Um esquema representativo do dominio fisico do problema é dado abaixo para ilustrar um
problema de calor no qual as condictes de distribuicdo de temperatura no interior da barra
variam com o tempo.

Figura 3: Geometria e Condic¢des de Contorno

u=>0 u =0

| |
0 L T

Fonte: Elaborado pelo autor

As condicbes de contorno e iniciais que caracterizam os problemas seguem abaixo:

u(0,t) =0 Face Esquerda (61a)
u(L,t) =0 Face Direita (61b)
u(x,0) = f(x) Condicao Inicial da Barra (61c)
Aplicando a condicdo de contorno 61a na equagao solucéo 53, tem-se:
u,(0,t) =F(0)G(t)=0-F0)=0-C;, =0 (62)
Portanto a fungéo exclusiva de x reduz-se a:
FE,(x) = C,senpx (63)
Impondo agora a condi¢cdo de contorno 61b temos que:
u,(L,t) =F(L)Gt)=0->F({L)=0 (64)
Para a obediéncia da relagdo encontrada em 64 € necessario que:
C,sen(pL) =0 - sen(plL) > pL =nm > p = nTn (65)

Portanto as infinitas solu¢cdes de F que atendem as condi¢gbes de contorno especificadas
sao:
nmx

E,(x) = sen—— n=1273.. (66)

Com a funcédo espacial ja determinada em concordancia com as condi¢bes de contorno,
vamos utilizar sua versdo da equacdo 66 juntamente com a solucdo geral encontrada na

equacdo 59 e retornar a equacéao de solucéo geral 60, tem-se:

u(x, t) = Z u,(x,t) = {Z c, sen px} {cse~nt) (67)

n=1 n=1

Agrupando-se as constantes presentes na expressdo 67 de forma a compactar em uma
nova constantec, = c,cs.

[oe] [ee)

nix
u(x, t) = Z Up(x, t) = Z Cn senTe"l%t (68)

n=1

n=1 =
Uma vez possuindo a solucdo geral de u a menos de uma constante, esta pode ser
determinada utilizando a condicéo inicial conhecida, resultando em:

[oe]

nmx
Z Cn SEN—— = f(x) (69)

n=1

Comparando a equacao 69 com a série de Fourier conceitual introduzida na expressao 22, €
possivel determinar o valor da constante Chatravés das férmulas de Euler, como ja
modelado a seguir.

2t  nmx
Cp = Z_[ f(x)sdex n=123.. (70)
0

Caso ll: Extremidades Isoladas
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Na segunda situacdo considera-se uma barra com extremidades sendo isoladas, ou seja,
com fluxo de calor nulo em seus contornos.Pode ser apreciado a seguir um esquema que

representa a situacao fisica em questéo.
Figura 4: Representacao grafica do objeto de estudo

'U;I:O ul:O
| |
0 L x

Fonte: Elaborado pelo autor

As condi¢des de contorno e iniciais que caracterizam este segundo caso sdo postas pelo
conjunto de equacdes 71.
ou(0,t) 0 Face Esquerda

(71a)
dx
ou(L,t) 0 Face Direita (71b)
ax
u(x,0) = f(x) Condicao Inicial da Barra (71c)
Em primeiro momento, vamos aplicar a condi¢cdo de contorno 71a na proposta 53.
u',(0,t) = F'(0)G(t) =0->F'(0)=0 (72)

E viavel mostrar a estrutura diferenciada da fungéo F para entdo aplicar efetivamente a
condicdo de contorno.

F',(x) = —c;psen(px) + cypcos(px) > F'(0)=0—-¢, =0 (73)
Reescreve-se a fungéo exclusiva de x novamente da seguinte forma:
F,(x) = cycos(px) (74)
Aplicando-se agora a condi¢do de contorno 71b na equacéo 74, temos:
nm
F'(L) = —cypsen(pL) =0 - sen(pL) =0 > pL=nw - p = T (75)

As infinitas solugcfes que atendem as condi¢des de contorno em x séo dadas por:

nmwx
E,(x) = cos (T) n=1273.. (76)
Com a funcédo espacial ja determinada em concordancia com as condi¢fes de contorno,

vamos utilizar sua versdo da equacgédo 76 juntamente com a solugdo geral encontrada na
equacédo 76 e retornar a equacgao de solucéo geral 60, tem-se:

u(x,t) = Z up(x,t) = {Z clcos(px)}{cge‘)‘%t} (77)

n=1 n=1
Agrupando-se &s constantes presentes na expressdo 77 de forma a compactar em uma
nova constantec, = ¢; ;.

oo [ee)

X 52,
u(x,t) = z u, (x,t) = Z Cn COS——e n (78)

n=1 n=1

Uma vez possuindo a solugcdo geral de u a menos de uma constante, esta pode ser
determinada utilizando a condicao inicial conhecida, resultando em:

[oe]

nmx
Z C, COS - = f(x) (79)

n=1

Rev. ESFERA ACADEMICA TECNOLOGIA (ISSN 2526-4141), v. 1, n. 1, 2016



93

Comparando a equacao 79 com a série de Fourier conceitual introduzida na expresséo 22, €
possivel determinar o valor da constante c, através das formulas de Euler, como ja
modelado a seguir.

2 (* nmx
Cp = Zf f(x)cosde n=1273.. (80)
0

CONCLUSAO

A transferéncia de calor faz parte do triangulo singular da engenharia mecéanica que
contempla as pesquisas em termofluidos, o que torna sua compreensdo de suma
importancia para um engenheiro em formacdo, de modo que possa completar a graduacéo
plenamente equipado para lidar com os problemas a serem enfrentados na profissdo. Para
tanto ndo sO € necessario gerar resultados, mas compreender como chegar a eles, para que
assim seja capaz de adaptar a solucdo a cada situacao proposta.

O conhecimento adquirido decorrente do problema de conducéo de calor unidimensional em
regime transiente pode ser expandido para uma analise bidimensional ou tridimensional.
Nesse ponto é importante salientar que as técnicas envolvendo equacgdes diferenciais e
fisica-matematica de forma mais robusta sdo recorrentes em mesmo em problema
extremamente diferentes entre si, em outras palavras, as mesmas ferramentas podem ser
utilizadas para a solugéo de diversos tipos de situagdes fisicas.

Ao longo da modelagem matematica do problema posto nota-se a importancia dos
conhecimentos e técnicas da seara de equacgdes diferenciais. Em linhas gerais, diversos
fendbmenos fisicos sdo governados por uma equacao diferencial, portanto saber resolvé-las
é crucial. Por fim, é possivel dizer que a disciplinas de equacfes diferenciais constitui o
ramo central do que denominamos de modelagem matematica para engenharia moderna,
sendo desta forma tema de relevancia primal dentro de qualquer curso de engenharia.
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